Введение
 На конкурсе «Юный математик» в этом году была предложена такая задача: найдите последнюю цифру числа 72019+20197. До этого я выполняла задания, где достаточно было применить свойства степеней. Я решила заняться поиском способов решения задач на нахождение последней цифры степени натурального числа. Заметила, что многое зависит от остатков и задумалась: как, не выполняя громоздких вычислений, найти остаток от деления на натуральное число суммы, произведения больших чисел и степеней с натуральным показателем или установить делимость нацело.
 На основе сказанного выдвинула гипотезы: 1) существует рациональный способ нахождения остатков от деления на натуральное число суммы, произведения больших чисел и степеней с натуральным показателем.

2) существует рациональный способ  нахождения последней цифры  больших степеней.
 Цель исследования: изучить различные методы нахождения остатка при делении на натуральное число и установить, как влияют остатки на методы нахождения последней цифры  степени, установить взаимосвязь между умением решать задачи и наглядно-действенным мышлением.
Задачи: 

1. подобрать и изучить литературу по данной теме и материал в сети Интернет; 

2. составить  алгоритм  нахождения остатков от деления больших степеней на заданное число;
3. составить алгоритм нахождения последней цифры степени;
4. составить и решить задачи с применением этих алгоритмов;
5. исследовать взаимосвязь процесса решения задач и наглядно-действенного мышления.

Объект исследования – последняя цифра и остатки.

Предмет исследования - способы нахождения остатков от деления больших степеней на заданное число  и способы нахождения последней цифры степени. 

В своей работе я пользовалась следующими методами: 

поисковый метод - использование научной и учебной литературы, а также поиск необходимой информации в сети Интернет;

практический метод решения задач;

метод наблюдения;

анализ полученных в ходе исследования результатов 

Раздел 1.Остатки

1.1. Определение  
 Разделить натуральное число n на натуральное число m с остатком означает найти такие  натуральные числа k и r, что n = km+r, где  r- неотрицательное и меньше m. При этом число r называется остатком от деления n на m[1,с.384].
Например, нужно разделить 20 на 3. Запишем: 20 = 6 * 3 + 2. Это запись деления 20 на 3 с остатком. Ясно, что при делении на 3 остатком может быть любое из трех чисел: 0, 1,2. Остаток равен нулю, если исходное число делится на 3 нацело.
1.2.Теорема 1.
Сумма любых двух натуральных чисел и сумма их остатков имеют одинаковые остатки при делении на 3[2, с.46].
Доказательство.

Пусть n1=k13+r1,    n2= k23+r2
Тогда n1+n2=(k1+k2)3+(r1+r2). Слагаемое (k1+k2)3 поделится на 3 нацело, а сумму остатков r1+r2 можно представить в виде r1+r2= k33+r3. После подстановки получим: n1+n2=(k1+k2+k3)3+r3. Таким образом, остаток от деления суммы чисел n1+n2 на 3 будет таким же, как остаток от деления суммы остатков r1+r2 на 3.
1.3.Теорема 2.
Произведение любых двух натуральных чисел и произведение их остатков имеют одинаковые остатки при делении на 3[2, с.47].
Доказательство.
Пусть n1=k13+r1, n2= k23+r2.                       
Тогда  n1n2= (k13+r1) (k23+r2)=k1k232+k 1r23+k 2r 13+r 1r2=3(3k1 k2+k 1r2+k 2r1)+r 1r2. Если разделить  произведение r 1r2 на 3 с остатком r3, то n1n2 при делении на3 будет иметь остаток r3, что и требовалось доказать.
В теоремах1и 2 число 3 можно заменить на любое другое натуральное число и провести аналогичные рассуждения.
1.4.Малая теорема Ферма.

Если р – простое число , а – целое, не делящееся на р, то ар-1 при делении на р даёт остаток 1, иначе ар делится на р[4, с.127].
Пишут

аp-1=1(mod p)  (читают: а р-1 сравнимо с 1 по модулю р)
Доказательство.
Рассмотрим числа 1, а, а2 , а3 ,…, а р-1 , а р. Поскольку остатков от деления на р всего р, то какие-то два из рассматриваемых чисел дают одинаковые остатки при делении на р по принципу Дирихле, разность этих чисел делится нацело на р.
Раздел 2.Методы решения задач на нахождение остатков от деления суммы, произведения, небольших степеней
2.1.Применение  теорем 1 и 2.

Задача 1.Найти остаток от деления числа 22 * 50 + 44 *10 на 3. 
Решение.

Не обязательно вычислять значение записанного выражения. Достаточно заменить каждое из чисел на его остаток от деления на 3. Получим выражение 1 * 2 + 2 * 1. Это число равно 4 и дает остаток 1 при делении на 3. Ответ: 1.
Задача 2. Найдите остатки от деления

а) 1990 * 1991 * 1992 + 19933 на 7;

б) 9100 на 8.

Решение:

Произведение (сумма) двух целых чисел даёт такой же остаток при делении на m, как и произведение (сумма) их остатков при делении на m[3, с.75].
а) Заменим каждое число на его остаток от деления на 7. Получим: 
 2·3·4 + 52= 49.(1990:7= 284 ост.2, 1991:7= 284 ост.3, 1992:7= 284 ост.4, 1993:7= 284 ост.5) .49 делится на 7 нацело. Следовательно, остаток от деления исходного числа на 7 равен 0.
Ответ:0.
б) Заменим 9 на его остаток от деления на 8. Получим: 1100= 1.Значит, остаток от деления исходного числа на 8 равен 1.
Ответ: 1.

2.2 Применение малой теоремы Ферма.
Задача 1. Доказать, что n13 – n делится на 13 при любом  натуральном n.

n13 –n=n (n12-1) делится на 13,так как множитель n12-1 делится на 13 по малой теореме Ферма[7, с.85].
Задача 2.Найдите остаток от деления 230 на13.

Решение.
13- простое число, 2- целое, не делящееся на  13, значит, можно применить малую теорему Ферма. Разделим число 30 на 12 с остатком, получим, 30=12*2+6. Тогда 230= 212*2+6 = 212*2*26
212 делится на 13 с остатком 1(по теореме Ферма), значит, 212*2 делится на13 с остатком 1 (теорема 2).
26 =64, делится на 13 с остатком12. Тогда 230 делится на 13 с остатком 1*12=12 (по теореме 2).
Ответ: 12.

Задача 3.Найдите остаток от деления 2100 на 3[6, с.76].
Решение.

3- простое число, 2- целое, не делящееся на 3, значит, по теореме Ферма 23-1=22 делится на 3 с остатком 1. Разделим 100 на 2. Имеем 2100=22*50делится на 3 с остатком 1.
Ответ: 1.
Задача 4. Найдите остаток от деления 32019 на 7[7, с.98].
Решение.
7- простое число, 3- целое, не делящееся на 7, значит, по теореме Ферма 36 делится на 7 с остатком 1. Разделим 2019 на 6, получим 2019=336* 6+3. Тогда 3336*6+3=3336*6*33 имеет остаток, равный остатку от деления  на 7 числа 33=27 .Это число 6.
Ответ: 6.

Раздел 3. Алгоритм  нахождения остатков от деления больших степеней на заданное число.
Задача 1. Найдите остаток от деления 34746 на13.

Решение.
Разделим 34 на13 с остатком, получим 34=13*2+8.Заменим число 34 на его остаток 8 и найдём остаток  числа 8746 от деления на 13. Теперь поступим как в предыдущей задаче, а именно, разделим показатель степени 746 на 12. Получим 812*62+1= 812*62 *8.  По малой теореме Ферма 812*62 делится на 13 с остатком 1, а 8 делится на 13 с остатком 8,  значит, искомый остаток 1*8=8
Ответ: 8.
Вывод: таким образом, вместо основания  и показателя степени можно рассматривать их остатки от деления на заданное число р (теорема 2)и р-1 (малая теорема Ферма) соответственно.
На основании вывода составим алгоритм нахождения остатков от деления больших степеней на заданное число р.

1.Найти остаток от деления основания степени на р;
2.Найти остаток от деления показателя степени на р-1;
3.Заменить основание степени и показатель на найденные остатки;
4.Найти остаток от деления на  заданное число р полученного числа

Решим задачи, используя алгоритм
Задача 2. Найдите остаток от деления 96514 на17.

1.Найдём остаток от деления основания степени 96 на р=17:
96=17*5+11, 
2.Найдём остаток от деления показателя степени 514на р-1=16:
514=16*32+2

3.Заменим основание степени и показатель на найденные остатки:

1116*32+2=1116*32*112 
4.Найдём остаток от деления на 17 полученного числа 112:

112=121=17*7+2
Ответ: 2.
Задача 3. Найдите остаток от деления 32002+72002 на 11.

Решение. 

Применим алгоритм

1.2002=200*10+2
2.32+72=9+49=58

3.58=5*11+3
Ответ: 3.
Задача 4.Докажите, что 222555 + 555222 делится на 7.

Доказательство.
Разделим основания степеней на р=7, а показатели - на р-1=6:
Первое слагаемое 222=31*7+5,   555=92*6+3,

Второе слагаемое 555=79*7+2,    222=37*6+0.
Заменим все числа на их остатки, получим 53+20=125+1=126. Теперь найдём  остаток от деления 126 на 7, получим 126=18*7+0. Остаток равен 0, значит, исходное выражение делится на 7 нацело, что и требовалось доказать.
Задача 9.Докажите, что7120-1 делится на 143.
Доказательство.
143–составное число, поэтому сразу применить малую теорему Ферма нельзя.
Разложим 143 на простые множители, получим 143=11*13 и докажем, что7120-1 делится на 11 и на 13. По теореме Ферма 710 делится на 11остатком 1 и 712 делится на 13 с остатком 1.Тогда  7 120 =7 10 *12  =712*10 делится на 11 и на 13 с остатком 1,а 
7120-1 делится на 11и на 13, а значит и на 143 нацело, что и требовалось доказать
Раздел 4.  Нахождение последней цифры в записи степени натурального числа.
4.1.Поиск алгоритма нахождения последней цифры степени.
Большие числа степеней наводили на мысль, что существует закономерность, позволяющая свести данную задачу к задаче с меньшими степенями. Начала записывать степени натуральных чисел. Результаты занесла в таблицу    (приложение 1).
В первой строке написаны цифры, которыми оканчиваются записи натуральных чисел. Во второй строке - цифры, которыми оканчиваются соответствующие квадраты, в третьей – кубы и т.д. Оказывается, пятая степень числа оканчивается той же цифрой, что и первая степень числа; а шестая степень числа оканчивается той же цифрой, что и вторая степень этого числа; седьмая степень – что и третья степень этого числа.

Вывод: результаты в таблице повторяются через каждые четыре строки, значит, последняя цифра степени зависит от остатка деления показателя на 4.
Во-первых, квадрат натурального числа может оканчиваться любой цифрой, кроме 2 и 3;

Во-вторых, куб натурального числа может оканчиваться любой цифрой;

В-третьих, четвертая степень натурального числа может оканчиваться одной из цифр: 0, 1(нечётное основание), 5, 6 (чётное основание);

В-четвертых, пятая степень натурального числа оканчивается той же цифрой, что и само число;
В-пятых, если запись натурального числа оканчивается на 1, на 5, на 6, то любая степень этого числа оканчивается соответственно на 1, на 5, на 6;

В-шестых, нечетные степени числа 4 оканчиваются цифрой 4, а четные - цифрой 6. 
В-седьмых, нечётные степени числа 9 оканчиваются цифрой 1, а чётные – цифрой 9.
3.2. Алгоритм нахождения последней цифры степени по остатку от деления ее показателя на 4.
Чтобы найти последнюю цифру степени натурального числа с натуральным показателем, надо:

Найти остаток от деления показателя степени на 4;

Если остаток равен

а) 1, то искомая цифра будет совпадать с последней цифрой основания степени;

б) 2, то искомая цифра будет равна последней цифре в записи квадрата основания;

в) 3, то искомая цифра будет равна последней цифре в записи куба основания;

г) 0, то для всех нечетных оснований, кроме чисел, оканчивающихся на 5, искомая цифра равна 1, а для четных чисел, кроме круглых чисел, искомая цифра равна 6. 

3.3. Решение задач на применение алгоритма.
Задача 1. Какой цифрой оканчивается число: а)720, б) 268, в) 836, г)1724, д) 1512?
Оформим решение в таблице (приложение 2).
Итак, если остаток равен 0, то для всех нечетных оснований, кроме чисел, оканчивающихся на 5, искомая цифра равна 1, а для четных оснований искомая цифра равна 6.
Рассмотрим такие степени, когда при делении показателя степени на 4 получаются остатки 1, 2, 3. 

Задача 2.  Какой цифрой  оканчивается  число: а)1025, б) 3 2019, в)1133122, г) 12862,     д) 6743, е) 51919?
Оформим решение в таблице (приложение 3).
Задача 3. На какую цифру оканчивается число 777777?
Решение.

777=194*4+1.Последняя цифра равна 71=7.Ответ: 7.
Задача 4. Доказать, что  число 12019+22019+32019+42019   кратно 2.
Доказательство.

2019=504*4+3.Тогда последняя цифра суммы исходной суммы равна последней цифре суммы 13+23+33+43=1+8+7+4=20. Последняя цифра равна 0, значит, число кратно 2, что и требовалось доказать.
Задача 5. Доказать, что 16п-1 кратно 5 (при любом натуральном n).
Доказательство.

Найдём последнюю цифру разности 16п-1.Любая натуральная степень числа 6 оканчивается на цифру 6,тогда последняя цифра исходного выражения равна 6-1=5. По признаку делимости на 5 разность16п-1 кратна 5, что и требовалось доказать.
Задача 6. Верно ли, что 1,6*(16п -1) – целое число при любом натуральном n?
Верно, так как 16п-1 кратно 5,а 1,6*5k – целое число, где k- натуральное.
Задача 7. Какой цифрой оканчивается произведение всех двузначных чисел, каждое из которых оканчивается на 7?
Решение.

Выпишем все двузначные числа, оканчивающиеся на 7:17, 27, 37, 47, 57, 67, 77,87, 97. Всего таких чисел- 9.Определим последнюю цифру  числа 79 .79 =72*4+1 .Значит, последняя цифра  искомого произведения  равна 71=7. Ответ:7.
Рассмотрим ещё задачи (приложение 4).

Заключение
Работая над темой, я узнала много нового: 
1. Изучила теоремы об остатках 1и 2, малую теорему Ферма, которых нет в учебниках.

2. Изучила методы решения задач  на нахождение остатков суммы, произведения и небольших степеней, которых тоже нет в учебниках.
3.На основании этих теорем сама составила алгоритм нахождения остатков от деления больших степеней на заданное число  и алгоритм нахождения последней цифры степени.

3.Научилась решать задачи на применение выше указанных алгоритмов.

4.Составила задачи по теме и решила их.
Гипотезы подтвердились.

Результаты моей работы можно использовать учащимся и учителям на учебных и факультативных занятиях. Перспективу дальнейших исследований вижу в направлении изучения    сравнений и их свойств, с которыми познакомилась в ходе изучения дополнительной литературы по теме исследования.
Для того, чтобы узнать о том влияет ли каким-то образом умение решать задачи на остатки и цифры на мышление и внимание учащихся, я провела небольшое исследование. Сначала, в сентябре, я узнала у своих одноклассников о том, имеют ли они представление  об остатках и задачах  связанных с ними . Аналогичные вопросы были заданы учащимся 11 класса, где работает моя учительница математики, и учащимся 2-х классов. Выяснилось, что абсолютно все ребята решали те или иные задачи на остатки. 

Я задалась вопросом о том, оказывает ли воздействие на мышление учащихся умение решать задачи. В сети интернет на сайте http://azps.ru/tests/kit/chryad_a.html я нашла тесты, с помощью которых можно ответить на интересующий меня вопрос. Тестирование было дважды (сентябрь и декабрь) проведено во 2, 7 и 11 классах. 

В результате исследования выяснилось, что произошли изменения в наглядно-действенном мышлении у большинства обучающихся в лучшую сторону(приложение 5).  

Таким образом, я ещё раз убедилась в том, что умение решать задачи способствует развитию мышления,  развитию  умственных способностей и повышению интереса к математике.
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